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Prologo-Dedicatoria

(El lector, debe dejar de serlo de este pro-
logo-dedicatoria. Puedo asegurarle que no
perderé nada).
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@/Io he podido explicarme satisfactoriamente, el

moltivo o los motives por los que no han fteni-
do la fortuna de llegar a la publicidad, desde las
columnas de la Revista pe Osras PlsLicas, los dos
inocentones articulos a los que este menudo folleto
se dedica.

Un buen amigo mio, hombre de buen humor que
conoce algun detalle circunstancial de los que quiza
hayan podido decidir la negativa a la continuacion
de mi pobre colaboracion en la Revista, deriva todo
lo sucedido, de cosa al parecer fan extrafia como el
paso de la Escuela de Caminos al Ministerio de
Instruccion Publica. Segidn él, a partir de tal acon-
tecimiento, cierta fraccion de aquellos profesores
que dirigian y formaban la Redaccion de la publi-
cacion organo de nuestra colectividad, punto menos
que favorablemente dispuestos al noble ejercicio de
fodos los recursos del arfe de la ensefianza, sin
desdefiar ni con mucho la confroversia como ave-
zados maestros y ftécnicos de competencia bien
reconocida y mejor probada, desde el cambio minis-
terial /ndicado, se sienten orgullosamente monopoli-
zadores de la ciencia, de la cdledra, del periodismo
profesional y... hasta del sentido comin, lo cual ya
es e/ colmo del acaparamienfo.

Dada la condicion dicha del opinante, no esta-
maos por pasar por méas de mera broma la explica-
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cion que acabamos de exponer. Creemos que el
profesorado y la Redaccion son los de siempre,
hasta el punto de admitir que apenas deja de darse
el caso clasico, pudiéramos decir, de mezclarse en
ellos con los prestigios verdaderos o legitimos, tal
cual reputacion de cuiio falso; y mds bien nos incli-
namos a abrigar la sospecha, un tanto fundada, de
que los articulos no admitidos, operando incons-
cientemente, han confribuido a descubrir que «la cri-
lica es el reaclivo mds eficaz que cabe para poder
distinguir de los buenos esos prestigios sevillanos».

Por ello (el lector me dard o quitara la razon),
mis dos modestisimos articulos que compasivamei-
fe recojo en este folleto para su divuigacion, poria-
dores de unas golas de ese reactivo, de unas leves
alusiones criticas, han dado instantaneamente el
precipitado caracferistico y abundanfe que puede
verse en la tragicomica rotura de relaciones de la
RevisTA conmigo.

-

Oage™

o0,
%nuo
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Articulo primero

(Este articulo, posterior cronolégicamente
al que le sigue, va er primer lugar por exi-
gencia de la explicacion final del folleto. Se
diferencia del segundo, aparte del asunio, en
que no ha sido devuelio por la Direccion
de la Revista; la carta en la que anunciaba su
envio fué la que tuvo por correspondencia
la rotura de relaciones tan lamentable).

{E
)
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“Estudio original sobre los pérticos
rectos’. “Estudio original sobre los porticos

multiples...”

hae

Investigacion previa de su autor

,Estudios originales? ¢,De quién o de quienes?
Por motivos que ni sé ni importan gran cosa al
objeto de estas cuartillas, existen dos ensenanzas de
Elasticidad en la Escuela de Caminos. Se estudia o
se explica esa materia, en las asignaturas nombradas
«Resistencia de Materiales y Elasticidad», la una, y
«Elasticidad y Hormigén armado», la otra. Puede el
lector si le place, comprobar esa duplicidad, curic-
seando si quiere, el Anuario de nuestra Escuela es-
pecial correspondiente al curso de 1930-31, que con-
tiene el texto de los programas de ambas asignaturas.
En el respectivo a la segunda de las asignaturas
citadas, figuran los estudios originales que me han
servido para titular el presente articulillo; y lo tendria
yo por imperfecto en sumo grado, si previamente no
diera el nombre del autor de esos originales estudios,
incorrectamentz omitido en el programa de «Elastici-
" dad y Hormigén armado» quiza por inconveniente ex-
ceso de modestia.
Cuantos conocemos las dos ediciones que van
publicadas de la «Mecanica elastica» del notable pro-
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fesor de la Escuela nuestro admirado y querido com-
panero y amigo el Sr. Peiia, estamos en el secreto de
que esos estudios originales son complelamente su-
yos. Lo podemos afirmar asi, comprobando ¢cémo con-
cuerdan los apartados del programa y del libro men-
cionados; pero con mucho mas motivo, teniendo en
cuenta el prélogo de dicha obra, del cual, en justifica-
¢i6n de nuestra fundada creencia, pasamos a trans-
cribir dos breves fragmentos.

Decia asi el autor en el de la edicion primera de
su libro: «Quiza sea el mas fecundo de los capitulos,
»el dedicado a estructuras miiltiples. Partiendo de la
»teoria de Ritter, hacemos una original aplicacion al
»calculo de las vigas de varios tramos y de los porti-
»cos multiples, con operaciones tan sencillas que sélo
»requieren resolver dos ecuaciones lineales, por gran-
»de que sea la complicacién de las cargas...» Y en el
prologo de la segunda edicion de la misma «Mecani-
ca elastica» declara el Sr. Pena esto: «En las estruc-
»turas miiltiples, se ha conservado la parte doctrinal
»de la primera edicién, pues su exposicion era tan
»sencillisima que no cabe simplificar, y sus aplicacio-
»nes a la viga de varios tramos y pértico miltiple
»permite reducir estos problemas a faciles operacio-
»nes aritméticas aun dentro del rigor analitico. Re-
»cientemente, en algunas revistas técnicas se han
»publicado articulos descubriendo el procedimienio
»que por primera vez Se expuso en nuestra primera
»edicién...»

Nada debiéramos afiadir pues, ya que tenemos la
certeza del autor del discutido procedimiento o de los
discutidos estudios a considerar; sin embargo, deseo
una insignificante rectificacion a lo expuesto, cual es,
aclarar antes de entrar en materia, que esos estudios
originales no son tanto como me habia permitido de-
clarar o calificar en lo que antecede. No son completa-
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menfe originales como habia dicho yo, y nada mejor
lo desvirtiia que la manifzstacién del propio Sr. Pefa
de haberse basado en la teoria del Sr. Ritter.

Queremos discutir los estudios

No se vaya a deducir de lo que acabamos de decir
que fenemos la pretension de discutir poco o mucho
la paternidad de los estudios o procedimiento de
calcular porticos debidos al Sr. Pefia. Lo que preten-
demos disculir es, la exactitud del procedimiento, que
en nuestro modesto sentir, es completamente inade-
cuado para el calculo de dichas estructuras. La casua-
lidad, que muchas veces tiene la ocurrencia de meterse
a profesora, lo hizo ver asi al modesto ingeniero que
suscribe, con motivo del estudio de un pértico multiple
utilizado al proyectar un grupo de pontones del cami-
no de ronda o carretera de enlace de las afluentes a
Almeria.

Creyendo que ello pudiera ofrecer algtin interés a
los lectores de la REVISTA, nos propusimos dar pu-
blicidad a los calculos de nuestro grupo de pontones,
de nuestro portico miltiple mejor dicho, que efectua-
mos mediante procedimiento general, y la comproba-
cion que en balde pretendimos utilizando el procedi-
miento de masas eldsticas que nos recomendé un
novel y distinguido companero; pero la pesadez ex-
tfremada nos hizo desistir de ello, ya que los errores
del procedimiento original cabia ponerlos de relieve
mediante el desarrollo de dos ejemplos sencillos como
los que vamos a tratar, pero creemos conveniente
advertir antes de proceder a ello, aunque sea ociosa
la aclaracion, que entenderemos por masa eldstica
(concepto que nos servira para la designacion del
procedimiento del Sr. Pefia) lo que Ritter llamoé medi-
da elastica, o sea, el valor de ia relacién del momento
flector en un punto de una pieza o esfructura eldstica,
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al angulo del giro del plano de la seccion originado
por la llexion en el mismo punto.

El primer ejemplo

Es tan sencillo el primero de los dos ejercicios
anunciados, que no hemos visto gran inconveniente
en suprimir el desarrollo de sus calculos y hasta la
figurita correspondiente, contando con que el benévo-
lo lector podra suplirla con leve esfuerzo de imagina-
cion. Se irata de un pértico equilatero empotrado de
luz L, cuyo momento de inercia es constante y vale
lo mismo en el dintel que en los pies derechos, /. So-
metemos dicho portico a estas dos acciones: una
fuerza vertical o peso P, segun la veriical del apoyo
izquierdo, y un momento o par flector actuante en el

centro del dintel cuyor valor es M — -+ 12 PL.

Aplicando el método abreviado de Miiller Breslau,
obtenemos que los momentos flectores debidos a la
accion de dichas causas. son en valor absoluto igua-
les en todos los punfos de ambos pies derechos del

portico en cuestion; que vale dicho momento:

— ';I)“ en todos los puntos del apoyo izquierdo, v

PL

— 5 ©n todos los puntos del apoyo derecho.
(3

Y con ellos, podemos sencillamente comprobar, que la

R El _ : _
masa elastica vale ; en las coronaciones de ambos

pilares (con signo negativo en el izquierdo y con signo
positivo en el derecho).

Si hubiéramos de rehacer los calculos de nuestro
sencillo portico por el método de masas eldsticas,
comenzariamos por admitir que en las coronacicnes
de sus dos pilares o apoyos, por estar empotrados en
sus bases, la masa elastica (en todo caso positiva)

; El : i
liene por valor 4 = ; es decir, que se le fija valor ab-



soluto, cuadruple del verdadero; y gratuitamente tam-
bién, se supone un foco de influencia o punto de
momento flector nulo al tercio de la altura de los pies
derechos. Resultando de ambos errores, que en vez de

valer el momento flector en todos los puntos de los
PL
30

(segtin se frate del apoyo izquierdo o del derecho con-
forme dijimos), como se deduce ufilizando el método
abreviado de Miiller Breslau, por el procedimiento

original de masas elasticas se calculan los que sigue:
7

z =5 BL
pies derechos de nuestro portico - 5~ O

Momento flector en la base del apoyo derecho ....... ~ g PL
i 7

Momento flector en la base del apoyo izquierdo...... " 30 PL
5 7

Momento flector en la coronacion del apoyo derecho . PL

15

. —_ i
Momento flector en la coronacion del apoyo izquierdo — (5 PL

Resultados que no justifican ciertamente que pueda
conceptuarse como medianamente aproximado siquie-
ra. el método de masas elasticas.

El segundo ejemplo

Es que, la masa elastica en los casos de porticos,
es esencialmente variable como vamos a probar me-
diante este segundo ejercicio con calculos y figura.
Por ésta se ve, que se trata de un portico cuya luz es
doble de la altura de los pies derechos, que estan uno
empotrado (el de la derecha) y el otro articulado, so-
bre cuyo dintel actia un peso P a la distancia 7/ del
apoyo izquierdo o articulado. (Fig. de la pagina 14).

Vamos a hallar los momentos flectores deducien-
do las derivadas del trabajo elastico respecto a deter-
minadas reacciones. -

Si conociéramos la reacion en la base del apoyo
articulado o sus componentes V'y H, las expresiones
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de los momentos flectores en los diferentes puntos de
nuestro portico serian como se deduce por la figura:

: P

Y

- \

>
N
|

— NP

i 2
N
|

H

En el apboyo izquierdo (el articulado en su base):
M, = — Hz,

En el dintel (para o < z <)

L
M,=—H3 +Vz

a

En el dintel (para i < z < L):

M;:_HL

s T Vz, — P (z, — i)

En el apoyo derecho (el empotrado en su base):
M, =—H(--121 - ) L VL—P(L— i)

y el trabajo elastico vendria dado por la expresion

L
2
T - M, dz, +
2E7 L 1
i L L
1 g , i -
tangr| | Mide+ | dan, |4 gr | Mz IO

o i :
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(llamando E al coeficiente de elasticidad longitudinal,
I al momento de inercia en los pies derechos y K a la
relacion del momento de inercia del dintel a /).

Otras expresiones de

los momentos flectores

Pero, no vamos a utilizar las precedentes expresio-
nes de los momentos flectores ni a calcular directa-
mente los valores de las componentes V y H de la
reaccion, porque preferimos aproximarnos a la expo-
sicion que el autor del método original que criticamos,
da en su «Mecénica elastica».

Si llamamos m , al momento flector en la corona-
cion del apoyo izquierdo y m g al momento flector en
la coronacion del apoyo derecho (el empotrado) debi-
dos a la actuacion de la fuerza o peso P, en nuestro
ejemplo, los momentos flectores tienen también las
expresiones que pasamos a dar:

Zz

M =2m, L‘:

z z, o 2
M, =m, (I——;r)—!—ms—z‘—-!-P(L—;) L’

B 4 z Z
M,= md(l ——LL) +mB—f—+pf(1— L’ ):

zs
M, =mg — 2m, .

Aiin cabe otras expresiones de los momentos flec-
tores, como las

M, =m, + Vz,

M;: my oL VZ? — B (Z? )  erEavecsaeesmae (1]

M, =my+VL—P(L—i)+ Hz,




.

Y en el apoyo empotrado, la que sigue:

M=y = HEZ, o sowssivesiineiise iimesieseds G [1v]

]

Todas ellas son sencillisimas transformaciones de
las primeras expresiones que se ha dado de los mo-
mentos flectores, teniendo en cuenta que

my=—H f; ‘
- [V]
HL

mg=— "o VL—P(L—i)=m, VL-pu.--u"

Comentario sobre las ex-

presiones que preceden

La valoracion del trabajo elastico, con frecuencia
se reduce a la estimacion del correspondiente a las
deformaciones por los momentos flectores. Otras de-
formaciones, como las originadas por los esfuerzos
normales y tangenciales suelen en muchos casos
(tales los corrientes de porticos) despreciarse, por su
pequefa participacion en el trabajo elastico total. La
precedente expresion [l1], como se ha visto, tiene en
cuenta solamente, por dicha razon, las deformaciones
debidas a la flexion.

Pero, nos encontramos ante expresiones diferentes
de los momentos flectores, y puede surgir la duda de
cuales debemos utilizar; por lo que, nos permitimos
hacer los elementalisimos distingos o aclaraciones
que pasamos a exponer.

Si conociéramos los valores V' y H de las com-
ponentes de la reaccion en la base del apoyo izquier-
do o articulado del portico de nuestro ejemplo (véase
la figura), es evidente gue tendriamos en seguida los
valores de los momentos m, y my en las corona-

ciones de los pies derechos, con ellos relacionados
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por las expresiones [V]. El conocimientode V'y H o
de m, y mg, nos permitiria valorar el trabajo elasti-

co; y los resultados de ambas medidas (en funcion de
las fuerzas V'y H o de los momenfos m, y mpg) se-

rian rigurosamente coincidentes. Por ello, sin dificul-
tad alguna, podemcs utilizar para medir el trabajo
elastico como se ha dicho, los valores M,, M, y M,
dados por las expresiones [llI], lo mismo que los que
figuran en funcion de V'y de H.

Mas siendo desconocidos los valores de las com-
ponentes V'y H de la reaccion, podemos calcularlos
poniendo en funcion de ellas el trabajo eldstico, me-
diante los teoremas de Castigliano. E igualmente po-
demos hacer el calculo directo de m, y m, expre-

sando en funcion de estos momentos el trabajo de
la deformacion.

Valores de los momentos flectores

Hemos operado para ello, sustituyendo en la ex-
presion [1] del trabajo elastico, los valores de M,, M,,

M.y M, dados por las expresiones [II] de los momen-

tos flectores, efectuando las integraciones y hallando
e igualando a cero las derivadas respecto a m ; y mg

de la expresion del valor del trabajo eldstico en fun-
ciéon de dichos momentos obtenido.

Podemos hacerlo asi, con el fundamento que con-
signan varios distinguidos autores, de los que voy a
limitarme a citar a Féppl y su maravilloso texto de
«Resistencia de materiales» (que, dicho sea entre pa-
réntesis, tiene el buen gusto de no insertar la falsa
expresion del trabajo eldstico de cinco términos, que
nuestro querido y admirado amigo y compaifiero el
profesor Sr. Pefia, movido por el culto a la mas inve-
terada rutina, quiere, a la fragala, hacérnosla pasar
por verdadera, sin mas recurso que la débil fuerza de
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su autoridad técnica). En la pagina 166 de la traduc-
cion francesa del citado libro de Foppl (Enciclopedia
Industrial, de Lechalas, Paris, 1901) se dice y justifica
que, al calcular, hay muchas veces ventaja en des-
componer en dos o mas partes el sistema hiperestatico
que se considere, de forma que las fuerzas actuantes
constituyan un sistema isostatico, siendo las incogni-
tas las acciones moleculares relativas a las superficies
de separacion o division en partes del sistema hipe-
restatico. Las derivadas parciales del trabajo elastico,
respecto a esas incognitas, son nulas.

Por ello, hemos descompuesto nuestro portico en
tres partes (el dintel y los dos pies derechos) y hemos
dado en las expresiones [II] los momentos en cada
una de ellas en funciéon de m, y mj. Llevados estos
valores de los momentos flectores dados por las ex-
presiones [Il] a la [I] del trabajo elastico asi dividido
en tres sumandos, se obtiene la expresion sencilla y
facil de comprobar, del trabajo elastico en funcién
de m, y mg.

La omitimos, por resultar algo larga, en conside-
racién (que siempre me ha gustado guardar) a los
tipégrafos, limitdndonos a consignar sus derivadas
respecto a m, y mj igualadas a cero y conveniente-

mente simplificadas que dan el siguiente sistema de
ecuaciones (expresiones [VI]):

. o2 8
: 1 I
6, *'QE’_) PL

41+ K)m, .-(e—ak)mﬂz—(ai

5 .8
@ —3K) my +(4 -e-ﬁh’)mﬁz—( g i —ﬂza)r"f-

No damos los valores de m, y m; en funcién
i

de PL, Ké L ; creemos preferible, en cada caso par-
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ticular dar a K su valor numeérico, lo que simplifica
los calculos notablemente. Asi lo haremos en los ca-
sosde K—=1, K—10 y K= 20, que trataremos en
lo que sigue. Eso, claro esta, no es prohibir al lector
que quiera, la satisfaccion de hallar las expresiones
generales de m, y myj resolviendo el sistema de
ecuaciones dado por las expresiones [VI] que pre-
ceden.

Conocidos asi los valores de m, y my, tendre-

mos los de los momentos en cualquier punto del poér-
tico por las expresiones [Il] y los de las componentes
V'y H de la reaccion en el pie derecho articulado, por
las expresiones [V].

Un distingo que no estd de mas

Desde luego, ya tenemos datos bastantes para
proseguir nuestro camino, que es el de llegar a calcu-
lar los valores de la masa eldstica en las coronacio-
nes de los pies derechos del poértico de nuesiro ejem-
plo. Y puestos a su averiguacion, va a ver el lector la
necesidad de una nueva aclaracién, al propio fiempo
que la pesca de un error del procedimiento que criti-
camos.

Las expresiones [II] de los momentos flectores no
sirven para calcular las masas elasticas. Las expre-
siones [II] nos han dado los verdaderos valores de los
momentos flectores en las coronaciones de los apo-
yos; pero si con solo los valores de los momentos
dados por esas expresiones [llI] calcularamos los
angulos de giro, obtendriamos resultados completa-
mente falsos. Vamos a verlo claramente. Fijémonos
en la figura.

Si queremos hallar el giro en la coronacion del
apoyo izquierdo, podemos prescindir de éste; nuestro
portico se reducira al dintel y al apoyo empotrado, y
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tendremos en el extremo libre del dintel, ademas
de m, las componentes V' y H de la reaccion, que
evidentemente influyen en el valor del giro. Son pues
entonces de aplicacion las expresiones [IlI] de los mo-
mentos y no las [ll]. Si queremos calcular el giro en
la coronacion del apoyo derecho (el empotrado), pres-
cindiremos del dintel y del apoyo izquierdo. No ten-
dremos entonces mas que una sencilla viga empotra-
da, en cuyo extremo libre actuaran my, y las compo-
nentes V' y H de la reaccion; por lo que, sera la
adecuada para el calculo del giro la expresion [IV] del
momento flector, pero no la iltima de las expresio-
nes [II].

Masa eldstica en la coro-

nacion del pilar articulado

Hechas esas salvedades, pasamos a deducir el
valor de la masa elastica en la coronacion del apoyo
izquierdo de nuestro portico, o sea, del articulado en
su base, siguiendo lo advertido en lo que precede. La
simple inspeccion de la figura hace innecesaria la ele-
mental explicacion de que el angulo del giro de la
seccion de coronacion del indicado pie derecho, vale
teniendo en cuenta las expresiones [Ill] y [V]:

lf .L
l -
Pa=gEf| | (MatVz)dz+ | (my+Vz —Plz,—1))dz, |+

v CLE

L

2
“El (my + VL—P(L—i)+ Hzx)dzaz

o
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L | ™a ,_K__@_?(;_L) =
EI'| 2L 2 8 2 L
__ L o _;) 4
SKET my - mg Pi (1 12
L e’ .. [Vl
TeEr |MBT 2 | i

Como podemos calcular m, y my por el siste-

ma de ecuaciones [VI], podemos inmediatamente obte-
ner el valor del giro 2, dado por [VII], y por conse-

cuencia, el cociente m, : %, que es la medida de la
masa eldstica que buscamos.

Masa celastica en la corona-

cion del pie derecho empotrado

Anélogamente se ha hallado la expresiéon del va-
lor del giro de la seccion de coronaciéon del apoyo
derecho de nuestro portico. Prescindiendo del dintel y
del otro apoyo, tendremos actuando en dicha corona-
cion el momento my y las componentes de la reac-

cion V'y H a dicha coronacion trasladadas; y el giro
de la seccion que nos ocupa vendra dado por:
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Conocidos m, y m, facilmente se deduce por [VIII]
el giro z5: por consecuencia, obtenemos la masa

elastica que nos proponfamos calcular, cuyo valor cs
el cociente my : 2.

Consecuencias de nuestro

i1 segundo ejemplo i

Dije anteriormente que, iba a tratar los casos co-
rrespondientes a momento de inercia del dintel igual
al de los pies derechos (K = 1), diez veces mayor
(K—=10) y veinte veces mayor (K =20) que el de
éstos.

Los valores de los momentos flectores en las coro-
naciones de los apoyos de nuesiro portico correspon-
dientes, deducidos del sistema [VI], son:

Para K =1
= Ly L 9L ) FE,
y L L 79
2 3
g it gL YR
L L L 79
Para K =10
. % | +3
i i i PL
may = — 39 - —48 - -
A ( 4 La) 954 »
i £ i*\y pPL
mB=_ 95 _21 3 '_a_ _';
i / 254
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Para K = 20
i i’ i\ PL
my, =—[155— — 186 — + 35— —;
L L L® ) 1763
i it i\ PL
mg=—1100 ——87 — — 15— —=;
L L L ) 1763

Hemos calculado los valores de dichos momentos
flectores en cada caso para tres posiciones de la fuer-
za o peso P, causa unica actuante (para i=0'1L,
i=08L e i=0'8L); hemos deducido asimismo los
angulos o giros 2, y v, correspondientes (expresio-
nes [VII] y [VIIl]), habiendo con dichos elementos ha-
llado los valores de la masa elastica, que reunimos en
el estado que sigue:

Coeficientes de 2 f’ en la coronacién del apoyo articulado en su

base, para los valores de /'y de 7/ que se expresa:

K=1 128 10 K = 20 !
| i=o1L — 250 — 507 — 504
| i=05L — 387 — 366 — 559
|  i=08L — 998 — 4’54 — 442

Coeficientes de 2—? en la coronacién del apoyo empotrado en su

base, para los valores de K y de / que se expresa:

K1 K = 10 K = 20
i=01L - 16'27 + 891 ~a'71
i=08L + 267 277 +-2'80
i=08L -+ 179 -+ 2'28 - 2'33
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Como se ve, ni por casualidad hemos dado con el
valor & para los pies derechos apoyados en la base, ni
con el valor 4 para los que en su base tienen empo-
framiento en vez de articulacion. La simple vista del
precedente estado, basta para formar juicio de la
aproximacion del procedimiento de masas elasticas,
que algunas revistas técnicas han pretendido apro-
piarse con injusticia notoria.

La cosa no es para menos.
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Articulo segundo

(El autor tuvo la torpe ocurrencia de hacer
unas notas simplonas que reunié en un a
modo de articulo titulado «Breve comentario
acerca de la inexactitud de una conocida ex-
presion del frabajo elastico», que puede verse
en el numero de la REvisTA bE OBrAS PliBLICAS
correspondiente al 1.° de enero de 1932. En el
del 1.° de febrero siguiente, de la misma pu-
blicaci6n, aparecio un arliculo de mi distin-
guido compaiiero el Sr. Dublang con la pre-
tension de refutar mi pobre trabajo. Hice una
réplica, que el director de la RevisTA me fac-
furd en seguida para Almeria; a su indica-
cién, repeti con este segundo articulo, que
tambi€n vino para mi tierra en porte pagado
(jcuasi la ignominia!). Si el lector quiere que
resulte algo animada la consideracion de
este modesto articulo, debe, primero, pasar
la vista por mi «<Breve comentario...> y por
la refutacién del mismo abundosa en desati-
nos de buena marca, que estédn en los niime
ros de la Revista citados).
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Rlgo mas acerca de la inexactitud de una

conocida expresion del trabajo elastico

LITT

Cinco en persona,

! uno en esencia :

Es muy de sabios y eminentes autores, hacery
razonar frecuentemente por cuenta de sus gloriosos
predecesores en las nobles y plausibles tareas de la
investigacion y de la creacién original. Poner en prac-
tica lo que en el argof profesional y estudiantil llama-
mos despectivamente fusilar, satisface por igual a los
grandes y a los chicos y es no menos razonable que
humano; que sin esa desfreza en el manejo de ciertas
armas, toda obra progresiva que en nuestro misero
existir se iniciara, si vano escripulo y orgullosa ne-
cedad hicieran desdenarla por parte de nuestros suce-
sores, dificilmente llegaria a alcanzar la conveniente
madurez. Hay que fusilar y hay que hacerlo como es
debido para que el verdadero pregreso merezca serlo.

Con tal criterio, tan arraigado en mi, no he consi-
derado temeraria ni mucho menos, la tarea de em-
prender la ofensiva contra las «Consideraciones so-
bre la formula de Castigliano» que un distinguido
compafiero me ha dedicado en articulo publicado en
el nimero de la Revista del dia primero de febrero, en
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el que, como de pasada, se me pone frente a los cin-
co eminentes antores, Castigliano, Miiller-Breslau,
Mohr, Zafra y Pena, al pretenderse la refutacion de
un trabajillo mio sobre el mismo asunto que el pre-
sente.

Valga de garantia @ mi compafero Dublang, que
lo que dije entonces, como lo que voy a exponer
ahora, me lo han ensefiado esos mismos cinco sefo-
res, singularmente nuestros compairiotas; que ésfos
no son ciertamente los autores de la inexactitud tacha-
da, llegada de Italia o de Alemania, por obra y gracia
de la franscripcion excesivamente fiel, algo ayuna del
arte del bien fusilar.

Una buena condicién

: del trabajo eldstico :

Para determinar un frabajo mecanico en general,
precisa el conocimiento de una tuerza y de una longi-
tud (el recorrido proyectado en la direccion de la
fuerza o causa) mas o menos ajenas la una a la otra;
pero el trabajo molecular o de la deformacién elastica,
por la circunstancia de ser el recorrido o deformacion
funcion de la fuerza o causa (y viceversa), puede ex-
presarse, como vamos a ver, en funcion de las cau-
sas o de las deformaciones exclusivamentfe.

Fijémonos en el caso sencillo de una barra de
acero de longitud L y seccion constante S suspendida
por su extremo superior, de cuyo extremo inferior o
libre colgamos un peso P. Sabemos todos que, por la
accion de este peso, la barra experimenta un alarga-
miento (AL), cuyo valor, llamando E al coeficiente
de elasticidad longitudinal del acero, es:

pPL
- R N R 1
AL = ES (1]
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de donde, inversamente, podemos deducir que la in-
tensidad de la fuerza necesaria o peso capaz de pro-
ducir el alargamiento AL vale:

El trabajo elastico. el trabajo desarrollado por la
causa durante el proceso de la deformacién, o energia
por el mismo almacenada en la barra de acero, es,
como sabemos,

P.AL
e

Si sustituimos en este valor del trabajo AL por el
valor del alargamiento dado por la expresion [1] obte-
nemos:

si en el mismo valor del trabajo sustituimos 2 por su
valor, segtin la expresion [II], resulta:

ES ;
S ol (12 (T— [v]

I expresiones que representan el trabajo elastico o ener-
gia acumulada, en funcion de la causa exclusiva-
mente (la [lll]) y en funcion exclusivamente de la
deformacion (la [IV]).

Esa buena condicion, esa propiedad del trabajo
elastico, digna del tratamiento de excelencia, es lo
que ha permitido que se realice el portento de magia
de la demostracion de los teoremas de Castigliano.

Il teorema del Castigliano

Un compatriota del insigne autor piamontés lo
enuncia de este modo: «Le derivate del lavoro di de-
formazione, espresso per gli spostamenti (o per le

|
i
|
1

Diputacion de Almeria — Biblioteca. Schwanengesang de una colaboracion en la Revista de Obras Publica



il

forza esterne), rispetto agli spostamenti (o rispetto alle
forze), sono uguali alle forze (o agli spostamenti)».

Nuestro companero D. Alfonso Pena, desdoblan-
dolo, da como enunciado del primer teorema de Cas-
tigliano («Mecdnica elastica», pagina 38 de la edicion
primera v 44 de la segunda edicion) el que sigue:

A) Si se expresa el trabajo de deformacion, en
un sistema elastico, en funcion de /as deformaciones
que se producen en él, la derivada parcial de ese tra-
bajo respecto a una deformacion cualquiera, nos da el
valor de la causa que la origina.

B) 8i se expresa el trabajo en funcion de las
causas que sobre el sistema actuan, la derivada par-
cial de aquél respecto a una cualquiera de esas causas
da el valor de la deformacion que producen.

Yo deduzco de la version de Pena que, aplicando
ese teorema de Castigliano, obtendremos forzosa-
mente las fuerzas o causas, en funcién de deformacio-
nes exclusivamente; y, de igual modo, los recorridos
o deformaciones, en funcién de fuerzas o causas
exclusivamente también. Asi lo creo, no teniendo re-
paro alguno que oponer a su demostracion, que nues-
fro admirado companero hace con maestria sobrada.
Voy, no obstante, a permitirme el pequefio lujo de
una comprobacion con ayuda de las expresiones [llI]
y [IV], a las que, por lo consignado, cabe aplicar co-
rrectamente, en sus dos partes, respectivamente, el
teorema de las derivadas de Alberto Castigliano.

De la [IlI] resulta:

g; — EIS’— (que es el valor AL del recorrido o defor-
macion segtin [1]).

De la [IV] se obtiene:

d?_\i) = IiS AL (o sea el valor P de la fuerza o

causa segun [II]).
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Superabundante expresion del

it it trabajo eldastico & i

Compare ahora el lector esas modestas expresio-
nes [llI] y [IV] con la que voy a escribir, bien que con
el cambio de alguna que otra letra, tomandola de la
pagina 38 de la edicion primera de la «Mecanica elds-
tica», de Pefa; con la que me permiti lamar en mi
«Breve comentario...» superabundante expresion ge-
neral del trabajo elastico, que es la

lL ‘L .‘L
Bl b T L
2 | Bs o | Er o | Es
L sl
: M(L — 1)
Nf‘mdL T % AL s iisaniamiis [V]

En la [Ill] se expresa la energia acumulada en fun-
cion exclusivamente de la causa; en la [IV] se da esa
misma energia o trabajo elastico en funcion de la
deformacion exclusivamente. Pero la liberalota ex-
presién [V] ya no estd por el régimen de exclusivas,
y en ella, fuerzas y deformaciones se mezclan en el
mas pintoresco v animado batiburrillo.

Y el mal no para ahi. El mismo Pefia, que exige
en la parte B) del primer teorema de Castigliano, que
vaya expresado el trabajo elastico en funciéon de las
causas actuantes exclusivamente, despreocupada-
mente deriva la precedente expresion [V] en la que tal
precisa condicién no se cumple, obteniendo una ex-
presion falsa del valor de la deformacién o recorrido
en funciéon de deformaciones y causas juntamenfte
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como el que paso a copiar de la pagina 43 de la pri-
mera edicion de su «Mecdanica elastica»:

-
==
'J“- '{. .L
N dN M dM aC dC
= f dL : dL + il
ES dR El  dR ES dR
of ol
. dN h—h dM
Ko ——dilop 1 i —dll s V]
dar 2c dR

- o w8

Si M, Ny C representan los momentos flectores y
esfuerzos en los distintos puntos de la estructura que
se considere, debidos a la actuacion del conjunto de
causas (fuerzas, dilataciones, etc.), los dos sumandos
finales de la expresion [V], evidentemente sobran;
pero si se expresara el trabajo en funcion de las de-
lormaciones, esos dos sumandos, intimo consorcio de
fuerzas y recorridos, también estarian de mas. |Es
triste condicion privativa de lo superfluo e insus-
tancial !

Sintesis grandiflora

y camelus vulgaris

Puede que al lector curioso, le interese algo a
modo de explicacion, de lo anémalo que acabamos
de poner de relieve, o que justifique la inconsecuencia
que se desrsrende de las referencias al libro de nuestro
admirado y querido compafero y amigo Alfonso
Pefia; por lo que, antes de pasar adelante, voy a in-
tentar complacerle haciendo a mi manera los difusos
comentarios que siguen.

Es innegable que se dan en todos los campos,
existen en fodas las latitudes, florecen en todos los
climas, dos especies botanicas de extraordinario pare-
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cido y por lo mismo muy faciles de confundir. Me re-
fiero a la gran sintesis y al camelo vulgar. Sienten
por las sintesis magnas los eminentes autores (y tan-
to mas cuanto mas grandes son) aficion morbosa-
mente aguda, predileccién que raya en neurosis neta-
mente acusada.

Asi como en el particularisimo caso que fratamos,
un autor adocenado cualquiera, se hubiera preocupa-
do por darnos dos expresiones del trabajo elastico
(una en tuncién de las causas y otra en funcién de las
deformaciones exclusivamente, como Dios manda,
como el enunciado del teorema de Castigliano segtin
Pefia requiere), el autor eminente, paciente victima de
la neurosis del sinfetismo, nos ha querido soltar todo
a la vez, darnoslo todo en una sola expresion como
la [V], mal compuesto brebaje en el que causas y de-
formaciones entran como ingredientes; cosa que es,
como si hubiera cogido por distraccion del campo feér-
til de la investigacion, en vez de una gran sintesis, un |
camelo vulgarisimo.

Véase otro enunciado

| de mi ejemplo facil

Y... baste de comentario a la inexactitud de esa
expresion [V], si es cierto que al buen entendedor no
hay que decirle mas de media palabra. Mejores o
peores, puede decirse que ya llevo dos articulos so-
bre el tema harto trivial.

' Me crec obligado no obstante a decir algo por via
de refutacion, sobre el trabajo de nuestro compafiero
el Sr. Dublang, siquiera limite esa tarea para no pecar
de excesivamente pesado, a acusarle los tres errores
que he encontrado de mas bulto en su articulo; pero
no interprete mi proceder, como afan de rehuir la po-
|émica, para la que publicamente o por corresponden-

5
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cia particular me tiene en absoluto a su disposicion.

Pero, antes de la ofensiva contra el trabajo de
Dublang, quiero en obsequio a mi distinguido contrin-
cante, prestarle el buen servicio de darle otro enunciado
del ejemplo facil tratado en mi «Breve comentario...»
(numero de la Revista del primero de enero del co-
rriente ano). El elegante enunciado de mi sencillo
problema, dado por Dublang en su articulo, es «Ha-
llar el esfuerzo normal que se produce en una barra
de acero, con extremos fijos, sometida a la accién
tinica de un cambio de temperatura». Y yo me permito
aconsejarle, que vuelva a examinar la cuestion, por la
enorme claridad que para el procedimiento operatorio
resulta, con este otro modo de decir: «Una barra de
acero fija por uno de sus exiremos, por reduccién de
la temperatura experimenta un acortamiento unitario 7,
(o 1.L en total); ¢a qué esfuerzo habra que someterla,
qué traccion habra de aplicarse a su extremo libre
para que no tenga acortamiento al descender la tem-
peratura?».

Sobre la necesidad de tér-

: minos con recorridos :

Al final del articulo de mi distinguido contrincante
impera una obsesion extrafia, una rara preocupacion
porque no falten en la expresion del trabajo eléstico,
términos en los que figuren recorridos. Parece dar a
entender Dublang, que si no eniraran expresamente
las dilataciones en esos términos, no habria manera
de calcular esas deformaciones.

Para no cansar, quiero limitarme sobre el particu-
lar, a recordar lo que ya sabemos; que para obtener
deformaciones por la aplicacién del teorema de las
derivadas de/ Casftigliano, mientras otra cosa no nos
demuestren el Sr. Pefa o el Sr. Dublang mismo, hay

Diputacion de Almeria — Biblioteca. Schwanengesang de una colaboracion en la Revista de Obras PU



que disponer de una expresion del frabajo elastico en
funcion de fuerzas o causas exclusivamenfe. Buena
prueba de ello es la expresion [I] corroborada por la
derivada de la [lIl].

No se concibe facilmente ese capricho de mi con-
trincante, de poner ) en la expresion del trabajo de la
deformacion elastica, para permifirse la pequefia sa-
fisfaccion de sacarla nuevamente como incognita por
el empleo del teorema de Castigliano, haciendo des-
empefiar de paso a la expresion del trabajo, el papel
secundario de convertir por rara alquimia, los datos
en cantidades desconocidas. Rara y extraordinaria
complacencia, que culmina en la deduccién asombro-
sa de que aiin siendo nulo (constante) el trabajo elas-
tico, tenga por derivada AL (cantidad distinta de cero).

(Es negativo el trabajo acumulado?

Tanta o mas prestidigitacion que la que se nece-
sita para hacer ver que la derivada de una cantidad
constante es distinta de cero, precisa tener, para po-
der acumular energia con signo negativo. Es otra de
las maravillas del articulo del Sr. Dublang, que éste
nos exhibe puesto en la clave de la dificultad y mane-
jando unas cosas que ¢l llama consideraciones ener-
géticas. El fruco, vamos a ver que es inocentisimo, al
ligero examen de este pequefio fragmento de su tra-
bajo.

Pone nuestro compafiero vertical la barra de acero
con extremos fijos de mi «Breve comentario...» y
fiiandose en el extremo inferior, dice: Si la barra se
enfria, se produce un esfuerzo de traccion que va ha-
cia abajo; al deshacer el enlace, el extremo inferior
corre hacia arriba y el trabajo es negativo. Yo digo
que si, que lo es evidentemente, cuando se deshace

. el enlace haciendo que la barra reintegre el trabajo
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que tenia acumulado. Pero, vamos a hacer el enlace,
que es lo que importa al caso; la barra enfriada, tiene
una longitud menor que la que media antes del enfria-
miento; si queremos resfituirla a su primera longitud,
hemos de aplicarle un esfuerzo de traccion (hacia
abajo) y provocar su alargamiento (hacia abajo tam-
bién). Por lo que, el trabajo (que ahora si que es el
acumulado de verdad) resultara evidentemente po-
sifivo.

No es éste del signo del trabajo acumulado, el
menos importante de los juicios poco atinados del
trabajo en el que se ha pretendido refutar mi «Breve
comentario.. » sobre la inexactitud de la superabun-
dante expresion [V]. Si el Sr. Dublang me hubicra
concedido algiin crédito, si hubiera podado los dos
sumandos finales o superfluos de esa expresion [V],
hubiera tenido la expresion exacta del trabajo elastico;
y ésta, no le hubiera permitido incurrir en el craso
error que acabamos de poner de relieve. Efectivamen-
te, la exacta expresion del trabajo elastico en funcion
de las causas, la

L L L
L | : 3 2
Pt N g L VX s LA RS i
2 | Es o | Er 2 | E's

nos esta diciendo claramente que el frabajo acumulado
es siempre esencialmente positivo, porque sean frac-
ciones o compresiones las N, tengan los momentos M
o los esfuerzos cortantes el signo mds o el menos,
los cuadrados de N, de My de C, son siempre posi-
fivos, quiéranio o no lo quieran, los Pena, los Zafra,
los Mohr, los Miiller-Breslau, los Castigliano, y opine
Dublang desde la clave o desde los arranques de la
dificultad cuanto en contrario se le antoje.
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Una derivada que no es nula per se

Por no enojar a los eminentes autores, por el afan
de dar como valido o querer hacer pasar por bueno el
camelo de la inexacta expresion [V], mi contrincante
en el sencillo ejemplo de mi «Breve comentario...»,
tan elegantemente enunciado por él, quiere justificar
que el valor exacio del trabajo elastico o energia acu-
mulada viene dado por la siguiente expresion,

Eu= Gps +NL
que ¢s la (4) de su trabajo, hija legitima de la inexacta
(la superabundante) expresion [V], cuya derivada,
respecto a N, afirma que es nula per se; y yo voy a
probarle sencillamente, que tal derivada no es nula
per se ni per asomo.

Efectivamente, si la fuerza N tiene por valor abso-
luto L.ES, tendremos que

(pongo el signo positivo, que es el suyo, y el negati-
vo, que es el que Dublang quiere que lleve; asi hay
para todos los gustos); valor que, sustituido en la an-
terior expresion, la convierte en la

B e Aﬁ_L"‘.El_Ni_IL(ITQ)
*7 9FES — ES = 2ES e

cuya derivada con relacion a N, correctamente obteni-

i da, no es nula aunque oira cosa puedan creer Dublang
‘ o Pefia.

iDistinguido compaifiero Dublang!: Al terminar,

quiern darle las gracias por la distinciéon de haberme
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honrado con su articulo refutando mi anterior traba-
jillo; quiero repetirle, mi ofrecimiento y deseo de lle-
gar & agotar el tema publicamente y en la RevisTa (si
estan para V. abiertas las columnas de nuestra publi-
cacion oficial, que a mi en ocasiones por molivos
poco defendibles, se me han cerrado un tantico) o en
correspondencia particular; quiero por tltimo, que sin
miedo a nada ni a nadie, pode esos sumandos finales
de la superabundante expresion [V] del trabajo acu-
mulado y utilice exclusivamentie la exacta expre-
sion [VII]. Ni Castigliano, ni Miiller-Bresiau, ni Mohr,
ni Zafra, ni Pefla se habran de molestar con V. por
fan pequefia cosa; y menos que todos ellos, el ultimo,
nuesiro querido y admirado amigo y companero Al-
fonso Pefia, que habra de agradecerlo, al encontrar
en nuestro justificado proceder, motivo para la perti-
nente modificacién del texto, en la edicién tercera co-
rrejida y aumentada de su «Mecdnica elastica».

NGCR

o
Cogo!
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Algunos toques estrambaticos

en torno a una vineta

(Esta parte del papel de envolver mis dos
pobretones articulos descalificados, queria
haberla hecho un poco grata al paladar; pero
me ha salido una especie de solo de ocarina
de esos de dos horas y media a tres. [Qué
ganas de gastar saliva tuvo el precepfista la-
tino cuando su pedagogia del e<miscuit ulile
dulci» que tanto disgusta a los sefores de la
Revista! No suenen eslos logues mas que
para los senores Dublang y Pefia mis distin-
guidos companeros. Prohibo terminante-
mente su lectura a todos los demds).
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jCudanto debe dar de si la vani-
dad de autor!
Mera naderia, cosa tan fiitil como
el simple adorno dela cubierta de
este humllde folleto, no pudo lograrse sin el concurso
' de una preocupacion; y me voy a permitir referirla al
'
|

lector con todos sus pelos y sefiales, para que debida-
mente informado pueda tormar juicio de la importan-
cia desmesuradamente rididula de tal vanidad.

Me parecio desde luego muy acertado, que fuera
| en la portada de mi folleto, la figura del primero de
los dos articulos que habia de contener (jqué cosa
mejor que un portfico para una portada!); pero dejar
esa figura sola en el principal de la cubierta, en el si-
tio que crei mas adecuado para su colocacion, franca-
mente, lo encontraba un tanto desairado y reclamaba
en mi sentir el aditamento en el bajo derecha de la
misma portada, de cualquier vifieta al uso. Necesidad
que hizo incontinenti surgir la indecision molesta, la
duda cruel...

$Qué dibujito haria bien? ¢Qué figurita resultaria
mejor en la cubierta de este pequeiio folleto? Los so-
corridisimos sapos, ranas y hasta raton- _ s«
‘ cillos de biblioteca, tan vistos y sobrada-
| mente conocidos, no me parecieron cosa ff..
|
I

seria ni pertinente; las flores de loto o de lis, lo mismo
que las vulgares margaritas, andan de puro sobadas,
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tirando de su marchitez lo mejor que pueden; las con-
sabidas parejitas de pescadores holandeses (macho y
hembra) con sus correspondientes peces de colores,
seguramenie conseguirian con la mayor facilidad ex-
citar la hilaridad de los sefiores del Comité redactor
del drgano de los ingenieros de Caminos; el escudo
del Cuerpo al que me honro en pertenecer, probable-
mente haria que el folleto semejara un niimero en
tamafno chico de la Revista pe OBras PisLicas, lo
que quiza pudiera hacer sospechar a algiin malicioso,
que con tal expediente pretendiamos la vuelta a la co-
laboracion en dicho periddico al parecer deseada has-
ta no hace mucho tiempo, por su dirigenfe insigne.

En tan complicado trance, se comprende que fué
mi deficiente memoria quien compasivamente acudio a
sacarme del atolladero, por cuanto vino a poner fin a
mi perplejidad, el recuerdo de las «Consideraciones
sobre la formula de Castigliano», del articulo en el
que me refuté D. Roberto Dublang (niimero de la REe-
visTA del 1.° de febrero de 1932), coincidente con mi
«Breve comentario.. » en la carencia de figuras; y al
punto entré en mis calculos hacer una, la correspon-
diente al sencillo ejercicio tratado por dicho distingui-
do compafiero en su trabajo, y llevarla como se ha
hecho a la cubierta del presente folleto convencido de
que habria de desempeiiar a las mil maravillas el pa-
pel de excelente vifneta. '

&No es verdad que acerié al fin y a la postre?

LIS TS

Me ocurre como a los malos poetas. Me arrastra
con irresistible fuerza el consonante. Ya hecha la vi-
fieta y colocada en la portada, entré en deseos de in-
vitarla a pasar al inferior del folleto para que corriera
igual suerte que la figura del portico de nuestro pri-
mer articulo; pero ello requeria componer cuatro no-
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tas para su acompafamiento, que justificaran como
Dios me diera a entender, su presencia en mi recopi-
. lacién de dos articulos indeseables. Tal fué el origen,
de estos modestisimos fogues sueltos y deslavazados.
LAsunto para estos comentarios? Lo busqué en
una nueva lectura del articulo del Sr. Dublang, en la
parte para la que es util la figurita, que en lo que
sigue llamaré siempre la vifieta. Ahi podra ver el lec-
tor con sus propios 0jos, que entre afirmaciones enor-
memente desatinadas, esta atemorizada y escondida,
una verdad sencilla como todas hasta rayar en la pe-
rogrullada; en esa parte de su trabajo el Sr. Dublang
nos dice, y yo estoy por cieer que lo declara incons-
cientemente, que puede haber deformaciones sin Ifra-
bajo eldstico.
jClaro que las hay! Naturalmente que existen
deformaciones sin trabajo elastico que todos los inge-
nieros y hasta los profanos conocemos y fratamos. La
misma barra de la vifeta, con su extremo inferior
libre, sin ofra accion que la actuacion sobre ella de
los cambios de la temperatura (FF = o) se dilata o se
contrae sin que el frabajo eldstico aparezca en modo
alguno, analogamente a lo que acontece en el tramo
metalico sometido a la accion de la temperatura exclu-
sivamente, cuando esta sobre aparatos de dilatacion
vy apoyo cuyo objeto es impedir que ese trabajo se
produzca. '
Quiero que el lector no vaya a enojarseme por la
insistencia en remachar cosas tan de clavo pasado.
Tenga la evidencia de que me obligan a hacerlo asi
sospechas muy fundadas y datos de pufio y letra de
algun maesfrazo de esos que se insolentan si se les
invita a la discusion.
LS TSI TLELITLT
Amigo lector: El concepto de trabajo elastico, es
de lo mas sencillo; pero los super-genios del profeso-
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rado y de la ensefianza de Resistencia de materiales
(conste gque no todos ni mucho menos), lo han com- i
plicado con el camelo que en mi «Breve comenta-
rio...» traté de sacar a la vergiienza publica. La esen-
cia del trabajo elastico, el nervio y la fibra de su I
concepto, con un ejemplillo demostrativo, va al co- )
mienzo del segundo articulo de este folleto. No obs-
tante, he querido hacer que la vifieta nos ayude a
fijarlo; que por lo visto, varios eminentes autores vy
ofros que no lo son y quieren hacerse pasar por bue-
;,7,// nos, no tienen concretas ideas sobre el par-
ticular, y sin querer nos meten en un mar
de confusiones a las primeras de cambio.
7 El sencillo problema del Sr. Dublang al
' que la vineta corresponde, es: Calcular el
{ trabajo elastico y las deformaciones en el
caso de una barra de acero sujeta por su
extremo superior y libre por el inferior, so-
metida a una fuerza normal Fy a una dila-
tacién unitaria ) provocada por un aumen-
to de la temperatura. Y vamos a resolverlo,
T considerando sucesivamente el trabajo
F acumulado en la barra por una o la otra de
Y dichas causas, actuando separadamente.
Sabemos que la barra de longitud L,
seccion constante Sy coeficiente de elasticidad longi-
tudinal E, sometida solamente a la accion de la tuerza
normal F, tendra un alargamiento; y que después de
alargada, su longitud es

. BL. _ BN =,
L4+ ES'_(”ES)L‘ ......... M)

mas si antes de actuar la fuerza normal F sometemos
la barra a la accion de la temperatura provocando el
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alargamiento unitario ., seria su longitud dilatada
(antes de la actuacion de F)

LW =04VL

y vendria medida su longitud después de someierla a
la accion de F (1) por

(1 4 ;S)(l AL

Tendremos pues en el primer caso un alargamiento

L

ES
y en el segundo, un alargamiento debido a la fuerza
F también, cuyo valor

(1._ 'I%)(‘ AL =i 4 f,)L.:—E}:S A+0L

es aproximadamente (con pequefiisimo error relativo
en los casos practicos corrientes, como en ellos lo es
la relacion de % a la unidad) el mismo

L
ES

dzducido al actuar solamente F sin dilatacién alguna.

No habiendo mas que la actuacion de F, no exis-
tiendo la dilatacién unitaria 7. provocada por la tem-
peratura, el trabajo elastico o energia acumulada en
la barra (en las conocidas condiciones de aplicacion
gradual del esfuerzo), tiene por valor como sahemos:

o PE PL
P Pl =t wgiviss )
pero si actia, segtin los datos del problema, ademas

de la fuerza F la variacion térmica que da el alarga-
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miento unitario 7, podremos proceder a la medida del
trabajo eldstico, como anteriormente dijimos.
Nada se opone a que habiendo de considerar la
actuacion sucesiva de las causas, principiemos por
estimar el trabajo debido al aumento de la temperatu-
ra. Por ésta, la barra experimenta un alargamiento !

L

(por ser } como se ha dicho repetidas veces, la dila-
tacion unitaria) y el frabajo eldstico es rigurosamente
nulo por no exislir fuerza alguna. Estamos de lleno
en el caso de deformociones sin trabajo elastico que
descubrimos en el articulo del Sr. Dublang.

Si ahora en la barra dilatada hacemos que actie
la fuerza normal F, como por ésta habra nuevo alar-
gamiento que ya medimos con gran aproximacion por

FL
ES

5]

la energia acumulada debida a la accion de F vendra
dada por (2) como en el caso de actuar solamente di-
cha fuerza.

Tenemos resuelto el problema sencillo que nos
ocupa. El alargamiento de la barra de la vifieta so-
metida a la fuerza normal Fy a la dilatacién unitaria A
provocada por la accién de la temperatura, vale

FL

Es "t

y el trabajo elastico o energia acumulada por la ac-
fuacion de las mismas causas viene dado por

F’L
= sEs

FFTTTT

El autor tiene por irreprochable la demostracion
que precede. Téngase en cuenta su proposito de no
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complicar con camelo alguno la simple nocion, el facil
concepto de trabajo elastico. Mas como no puede evi-
tar el autor, que haya por el mundo eminentes profeso-
res casi tan duros de mollera como de apellido, ni que
existan libros de texto en los que se da una expresion
falsa del trabajo eladstico, va a permitirse repetir la
resolucion del sencillo problema de D. Roberto Dub-
lang; pero esta vez, camelisticarnenfe, con licencia
del benévolo (y del malévolo) lector, para destacar el
error que se comete,

La cosa es sencillisima de hacer. Con que actie
en primer lugar en la barra de la vineta la fuerza F,
estamos al cabo de la calle. Haya mucha atencion,
para que el camelo pueda examinarse en sus mas
minimos detalles.

Sometida la barra exclusivamente a la fueza F,
tiene un alargamiento

FL
ES

y la energia por tal causa acumulada en la misma,
viene medida (2) por

2

FiL

T=35gs5"

Hagamos entonces actuar la temperatura: ésta, al
aumentar, producira el alargamiento unitario }; por lo
que la longitud de la barra sera

F L FL .,  \LF

( Bs) LO+o=L+Fe e+ i
o sea (con gran aproximacion o muy pequefio error
relativo), que habra tenido un aumento de longitud de
FL
ES
como ya hemos calculado, por el conjunto de las dos

causas actuantes.

L,
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La deduccion de la energia acumulada merece pa-
rrafo aparte. Durante la dilatacion, segiin los autores
del... camelo, se produce un trabajo eldstico que tiene
por valor

Fil; |

es decir, el producto de una fuerza, por un recorrido
o deformacion que ella no produce, que es completa-
mente ajeno a su actuacion, ya que durante la dilata-
cion de la barra, la fuerza F no hace otra cosa que
dejarse llevar, como si dijéramos. Tal como dichos
autores se explican, el engano es muy facil. Vea el
lector el parrato peniltimo de la pagina 80 del tomo |
del «Calculo de estructuras» de nuestro admirado
maestro Zafra, y se convencera de ello.

Es completamente falso, que el F )L sea una can-
tidad que deba anadirse al trabajo elastico debido a la
actuacion de la fuerza FF medido por

L
2ES

T:

segiin se ha demostrado, dicho y repetido. Durante la
dilatacion, ya consideremos ésta en primero o en se-
gundo lugar, al resolver el ejercicio sencillo de nues-
tro distinguido compaiiero el Sr. Dublang, el /rabajo
eldstico es rigurosamente nulo por lo que vamos a
aclarar.

La exisiencia del trabajo elastico requiere, obliga-
damente, que las cargas unitarias de trabajo, tensio-
nes o reacciones moleculares en cada punto del sélido
o estructura elastica que se considere, fengan varia-
cion. Si la estructura o el sélido estan sometidos a
fuerzas exteriores que hagan variar el valor de la
intensidad de esas tensiones unitarias, podremos evi-
dentemente medir ¢l trabajo acumulado por la de-
formacion elastica, cquivalente, como sabemos, al de
las causas o fuerzas exteriores.
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En nuestro caso del ejemplo sencillo del Sr. Dub-
lang. vaya al comienzo o al final la consideracion de
la dilatacion unitaria 4, bien facil es ver, que no se
acumula energia alguna en la barra por la elevacion
de la temperatura (hablamos de trabajo almacenado
por la deformacion elaslica exclusivamente). Prescin-
diendo del peso propio de la barra, antes de la actua-
cion de F, las tensiones son nulas en dicho sélido y
nulas siguen siendo aunque el calor actiie, hasta la
accién de la fuerza F. Esta hace que las cargas unita-
rias por la traccion simple debida a dicha fuerza, se
eleven a

.

S°
pero si la actuacion de F fuviera lugar primero que la
dilatacion, resultaria que por dicha fuerza alcanzaria
la tension el valor indicado

il

S

que no fendria modificacicn ninguna durante el pro-
ceso de la dilatacién, lo cual permite afirmar, que de
todos modos no hay mas frabajo acumulado en la ba-
rra del sencillo ejercicio que tratamos, que el dado por
la expresion (2).

LTSS LSS S

Duda el autor, con motivos completamente serios
para dudar, que lo que acaba de exponer pueda ser
debidamente comprendido. El lector debe ser tolerante
con ftal declaracion sincera y juzgar sobre lo que pa-
samos a decir,

En el «Breve comentario acerca de la inexactifud
de una conocida expresion del trabajo elastico» (niime-
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ro del 1.” de enero de 1932, de la RevisTA pE OBRAS
PusLicas), tratdbamos de sostener que la exacta re-
presentacion del trabajo elastico es

ol ol oL
T 1 N di4- 1 M dL - R —?C{‘ dL; ... (3)
2 | ES 2 El 2| ES

cosa que no constituye descubrimiento mio, que jamas
me permiti, como saben todos, ni inventar cosas de
sustancia como los estudios originales sobre los que
versa el primer articulo de este folleto, ni eclipsar a
ninguna estrella.

Pero, a pesar de ello, los ingenieros bien que tie-
nen por dogma la «Mecanica Elastica» de Alfonso
Pefia, tomaron a mal que yo podara y dijera que la
falseaban, los dos términos mas que en dicho libro,
como en ofros varios, se adicionan a la preinserta ex-
presion (3), que es la [VII] de nuestro segundo articu-
lo del presente folleto; y no falté un profesor que me
escribiera desde un pueblecito proximo a Belchite,
sosteniendo porque si (porque lo decia él) que falta-
ban en (3) los términos o sumandos de las dilatacio-
nes que vo habia dicho que hacian superabundante la
expresion del trabajo elastico, en mi «Breve comenta-
rio...» Cosa que sigo sosteniendo, pese al maesfrazo,
que en su carta me daba prueba documental de que
no sabia distinguir las deformaciones de las fuerzas o
causas. Confusion, merecedora de que se le ponga en
cualquier Academia cientifica, por si puede hacer al-

glin descubrimiento sorprendente desde sabia pol-
trona...

Parece que fué el mio buen olfato, que vi venir
sobre el citado articulo el chaparrén de ignorancia
aludido, cuando empleé para justificar la tesis de mi
«Breve comentario...» el procedimiento por deduccion
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del absurdo que vamos a volver a emplear para un
nuevo comentario al ejemplito sencillo del Sr. Dub-
lang muy a tono con la elementalidad de estos pobres
logues.

Demos por bueno que el frabajo eldstico o energia
acumulada en la barra de la vifieta, en el ejercicio facil
del frabajo del distinguido compafiero, tenga por ex-
presion

que justamente es la expresion de igual nimero de su
articulo refutandome.

Como se ha dicho mas de una vez en estos fogues,
el recorrido del punto de aplicacion de F o alarga-
miento de la barra en cuestion, se compone evidente-
mente de dos partes: el alargamiento por la accion de
F vy la dilatacion #L por el aumento de la temperatura.
Este ultimo, es un dato del problema, y el primero
tiene por valor (expresion 2)

df _ FL
dF =~ ES’
luego el valor total del recorrido, es por consecuencia

%T AL

coincidente justamente con la derivada respecto a F
de la falsa expresion (4) del trabajo elastico, lo que
hace que el distinguido compafiero tenga por buena la
superabundante expresion de dicho trabajo dada por
Castigliano (estoy copiando del Sr. Dublang), Miiller
Breslau, Mohr, Zafra, Pefa y otros eminentes autores
declarados infalibles al tiempo de refutarme.

Falta de cautela, imperdonable candidez, que a
renglon seguido le lleva a cometer este negro atenta-
do contra los mas elementales rudimentos del analisis
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infinitesimal: mi distinguido contrincante afirma, que
al ser F nula, el trabajo eldstico o energia acumulada
en la barra de la vifieta (expresion 4) es también nulo; ‘
sin embargo (dice), la derivada no /o es dando el va-
lor #.L para el recorrido. |

Tamaiio desatino, el disparatado desliz de haber
demostrado (utilizando el teorema de Castigliano, que
es lo /rreverente del caso) que la derivada de una can-
tidad constante es diferente de cero, constifuye sobra-
do mérito como para haberse ganado la dedicatoria de
este folleto (jotra vanidad de autor!); pero no puede
dejar de comprender su modesto autor, que esta por la
justicia en la mayoria de los casos, que siente verda-
dera complacencia en poder desagraviar piblicamente
a su distinguido refutante, que la enormidad no fué obra
exclusiva de D. R. Dublang, ya que esa y ofras incon-
veniencias apuntadas en nuestro articulo segundo
fueron dictadas por un exceso de devocién a unos
cuantos eminentes autores.

jComo ha de ser!

FIILTLTFTSFTSTITS

Estos modestos toques focan a su fin. Este solo
de ocarina me fiene mucho mas cansado que al heroi-
co lector que se haya permitido llegar hasta estos
renglones. Yo le doy mi palabra, de no hacer ni méas
folletos ni mas vinelas directas inspiradoras de la ni-
tida pesadez que tanto agradaba a nuestros clasicos
de la aficion a la lectura. Si vuelvo a la imprenta con
algo, tendra que ser con alguna produccion de esas
que producen siquiera una pesefa cincuenta céntimos
por ejemplar. Cansar al lector hasta el aburrimiento
mediante un modesto desembolso de pesetas, que
ahora estan tan problematicas, tiene todas las carac-
teristicas de la majaderia.
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Harto de lamentar es, que esa fraba de la pesadez,
haya venido a estorbarme e! buen propésito de la
conveniente aclaracion del concepto de trabajo elasti-
co, tan maltratado por tanto y tan eminente profesor,
sin exceptuar los mas conocidos de casa. Bien que,
sobre el ejemplo sencillo del Sr. Dublang se ha podi-
do decir bastante, gracias a la vineta del bajo derecha
de la portada del presente nimio folleto; pero es el
ejercicio comentado, copia de todas las posibles sim-
plificaciones del caso. Efectivamente, hay una sola
fuerza normal actuante, produciendo traccién simple,
y no hay obstaculo alguno a la libre dilatacion de la
barra.

Sabido es que muiltiples causas como el fraguado,
las variaciones de la temperatura y otras varias, con
la alteracion del volumen, producen deformaciones
de los solidos y estructuras; pero dichas deformacio-
nes no siempre originan trabajo elastico. Si no en-
cuentran obstaculo alguno (como en el caso del sen-
cillo ejercicio de mi distinguido refutante), si no hay
alteracion de las tensiones unitarias a causa de esas
deformaciones por no estar impedidas, no puede ha-
ber trabajo elastico debido a ellas.

Para que por deformaciones haya trabajo eléstico,
es preciso que los enlaces presenten obstaculos a la
libre deformacion del sélido o estructura que se con-
sidere, que surjan reacciones en los apoyos o susten-
taciones. Reacciones que, en definitiva, a la hora de
determinar los momentos flectores y los esfuerzos
normales y tangenciales, desempefian idéntico papel
al de las fuerzas exteriores, pesos o causas analogas,
dado que son de la misma naturaleza que ésfas. El
caso tratado en mi «Breve comentario...», la barra
con extremos fijos sometida a contraccion por la baja
de temperatura, problema que debe a nuestro compa-
fiero Dublang un elegantisimo enunciado (véase el
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segundo articulo del tolleto), vendria aqui como anillo

al dedo para complemento de nuestras modestas acla-

raciones del concepto de trabajo elaslico; pero jya es ‘
tarde para hacer otra vineta y llevarla al bajo izquier- '
da de la portada. Decididamente, quiero acabar ya.

P e

En el estado elastico plano, segiin el procedimien-
to corriente de teorizar, no cabe otras deformaciones
que las originadas por los momentos flectores (M) y
los esfuerzos normales () y tangenciales o cortantes
(C) en los diferentes puntos de lns sdlidos o estructu-
ras eldsticas a estudiar.

Ya dijimos que es la expresion (3) la valoracion
exacta del trabajo elastico o energia acumulada en los
solidos o estructuras. Lo es, por comprender fodos los
componentes del trabajo elastico total. Su primer su-
mando nos da la parte que en el trabajo de la defor-
macion total corresponde a los esfuerzos normales
(tracciones o compresiones); el sumando segundo
retine los frabajos elementales por los giros debidos a
los momentos flectores; por tltimo, el sumando final
mide el trabajo respectivo a los esfuerzos cortantes o
tangenciales en la totalidad de la estructura. Y en
esos N, M y C, entran lo mismo las fuerzas exterio-
res actuantes, que las reacciones en los apoyos o sus-
tentaciones. Y hay que tener en cuenta que, en gene-
ral, esas reacciones son originadas por el conjunfo
de dichas fuerzas exteriores y de las deformaciones
por ofras causas que resultan mas o menos parcial-
mente impedidas por los enlaces o sustentaciones.

Por ello sostuve, que el aditamento a la expresion
(3) de otros términos, de ese par de sumandos en los
que se da entrada a las deformaciones, sin justifica-
cién ninguna, nos lleva al famoso pentanomio de la
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«Mecanica elastica» de Alfonso Pefia y de otros esti-
mados textes de Resistencia de materiales, que puede a
boca llena afirmarse que es completamente falso, por
lo que llevamos manifestado partiendo del hallazgo
en el articulo de nuestro distinguido Sr. Dublang, de
que existen deformaciones sin energia acumulada.

FLLTLTLT LTSI T

,Por qué razén, entonces, esa resistencia a acep-
tar el valor exaclo del trabajo elastico, que es lo re-
presentado en el trinomio (3)?

Yo diré al lector que se comprometa a guardarme
el secreto, que esa razén es, que el conocido teorema
de Castigliano de la derivada del trabajo elastico, lo
tienen por digerir muchos eminentes de cufio falso;
que éstos, no saben trabajar con tan excelente herra-
mienta, si no suplementan esos injustificados términos
con las deformaciones, para sacar de la exacta expre-
sion (3) una que resulta mas falsa que Judas.
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Errata de buena fe

B

Titular gansada aunque lo fuera, a esta mi colec-
cion de dos articulos, resultaria cosa asaz inconve-
niente. No obstante, pretendi llamarla algo por el
estilo, con ayuda de una palabra extranjera, confian-
do el encargo a un excelenfe amigo al que suponia
bastante ducho en el aleman, que me facilité ese
schwanengesang que encabeza la cubierta del folleto.

Después me he podido informar que por trueque
de palmipedas hecho s2guramente de buena fe, se ha
convertido la gansada en poético canfo de cisne,
muy ajeno a mi proposito; pero es el folleto tan po-
quita cosa, que me resulta indiferente el texto de la
portada.

Cada uno puede llamarle como quiera, y yo agra-
deceré al lector que corrija el titulo a su gusto, ya que,
si quiere, habra de hacer la correccién por su exclusi-
va cuenta.

Quede con Dios.
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